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Exercice1 (3points)

relever dans chacune d’elle, les éléments non symétrisables.

Exercice2 (3 points)
Soit fune application injective de /- dans /7 et soit A une partie de £, montrer que -

LAY = A

Exercice 3 (8 points)
Sur /R, on considére la loi " définie par :
(Vx, y € IR) xy=xy+k(x+p)+k(k-1) (ke iIR)

1) montrer que :

a) 1T estassociative

b) 1l existe un élément neutre
2) quels sont les ¢léments symétrisables ? Calculer x 77 (-k)
3) pourk = 2, calculer :

x'Ix"T .. Tx" (nflois)

ou x’ est un symétrique de x.

Exerciced4 (6 points)
Soit /2 un ensemble muni d’une loi de composition interne 7 associative et soit a un
¢léement de I tel que les applications :
¥V, E—= K A é,: k=
x> alx x> xlfa

sont surjeclives
On suppose qu’il existe w,v e I tels que :
ulua=a A alv=a
Monirer que :
1} (Vyel) uly=y ~ ylv=y
2) L’ élément neutre existe
3) a est symétrisable
Indication : comme les 2 applications .ont surjectives on a :
(VyeE)(3x,x,eF) y(x)=y A d,x,)=v
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Correction
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Comme on le constate sur les 2 tableaux, tous les éléments sont symetrisables pour
I"addition, par contre, les éléments 0, 2.3 4 ie les éléments qui ne sont pas premiers avec
6, ne sont pas inversibles.

Exo2
FROftAER & e A s BEF
</ Soitxel,
xed = fi)efid ) = xef 1 fi) )
o/
xef (i) = fix)efid) = (I x'e A) fix’) = fix), et comme fest injective
fix’) =fix) = x—x" etainsi, xe 4

Exo3
(Vx,ypelR)  xlv=xp+hk(x+y)+k(k-1) (ke IR)

1 - a)associativité

Soient x, y, = trois éléments arbitraires de /R,

(7) (xdv)iz=(xdv)z+ k(xTyv)+ k= + k(k=1)
=(xy+he+ky+k(k=1))z-+ My + ke + kv +k(k=D)+ ks +k(k -1)
S e R T 1) B Sl (ode S S S 1) B S By Ly Sy S RNy T
=xpsHk(xs A ) H kN vk ) k(E+HI)E-1)

(11) xU(yiz)y=x(ylz) v kx+ k{yI=)+ kik -1)
=x(pc+hv+lz+hk(h-1ID+hkx+ k(s v+ e+ EE-1)+k(KE=1)
=xps+h(xy+ s+ yz) ek (c+ v+ y)— ke + ke + K3k + 1)+ k(k-1)

]

Xy + K(xz+ yz+ xp) + k(= +x+ y)+ k(hk + 1)k =1)
(i) = (ii} , la loi est associative

- b) Elément neutre
La loi élant commutative (¢vident), si e existe, il est tel que
() (Vx) xle=x
e+k-1=0

(P> (Vx)xet ke +hke+ k(k—1) = x < (Vx) x[e+k-l)+(kc+k{k—l]_}=[}c}{
kie+k-1)=0




( un polyndme est identique a 0 si chacun de ses coelTicients est nul) et ainsi -
Le=1-k]
2) - Eléments symétrisables
51 .x " existe, il est tel que :
xIx'= ¢ <> xx'thx + k'+hk(k 1) =1-k
S(x+k)=1-k+k(1-k)—kx
o (1— k") kx
T k+x
L’€lément (-k) n’est pas symétrisable et 'on a :x1"(-k} ==k ; c’est donc un élément
absorbant.

== (x=—k)

3) pourk=2, XTx'=x"+4042 = (" 14x044) - 2 = (¥42)F -2

On suppose que .rfx.:-u;"'x =(x'4+2)" -2 dans ce cas -
xTx' {F ' = {gr'f'-rv- T = ((x42)" - 24 2((x+2)" - 2)4 2042

=(x"2)" O+ 2(x'42)" - 2420442
= {—x"l'zi'{.r'ﬂl;l -2 = {_r‘.l_z j'“l Ly
Et ainsi,

X' =(x42)" =2 = M]—_-EI- +2 =2
o 24 x

o fuan

:(—3"2{'j“"_‘+21] _9- I -2 (xrz-2)

Y kx 2+x)

Exo4
. ilexiste u,ve E telsque:(1) wlu=a A (2) alv=a etcomme les 2
applications sont surjectives on
a(VyeE)(Ax,x, e k) y.(x)=y A I, (x,)=1y et
donc :
uly=ul(y,(x,)=ul'(ulx,) I ass (1)

ey AuTadlE,. i

(Vyel) alx, =y (1)

yiv=(xJa)lv=x,T(alv) (2) x,Ja=y --- (ii)

2. les propositions (i) et (ii) précédentes signifient que u est élément neutre a gauche et
que v est ¢lément neutre a droite, il suffit donc d’établir - o - »-
Or, ulv =v d'aprés (i) et ulv=u daprés (i)

3. lesapplications y,, et &, , il existe ¢’ et a”* tels que - yAd)=uwet d (d")=u,
cid ala'=wu et «"Tu =wu, uélant 'élément neutre, o el ™" sont donc
symétriques de « I'un i gauche et I"autre a droite.
[’autre part, ona :
a"Tala'=(a"Ta)ld'=uld'=a A o Tald'= a'HNalad')=d"Tu=a"= a'=a"
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